Алгебраїчні рівняння і системи рівнянь

1. Раціональні рівняння:

а)  лінійні рівняння: 
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б)  квадратні рівняння: 
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в)  рівняння вищих степенів: 
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36

13

2

4

=

+

-

x

x

- біквадратне рівняння.

2. Дробово-раціональні рівняння: 
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3. Ірраціональні рівняння: 
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4. Рівняння, які містять змінну під знаком модуля: 
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5. Рівняння з параметрами: 
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Лінійні рівняння

Приклад

Розв’язати лінійне рівняння 
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Розв’язання. 
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Відповідь. 
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Квадратні рівняння
К в а д р а т н и м  р і в н я н н я м  називається рівняння виду 
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, де х – невідоме, a, b, c – деякі числа, причому 
[image: image20.wmf].
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Числа a, b, c – коефіцієнти квадратного рівняння: а – перший коефіцієнт, b – другий коефіцієнт, с – вільний член. Якщо 
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Якщо хоча б один із коефіцієнтів b або с дорівнює 0, рівняння називається  
н е п о в н и м

.

Види неповних квадратних рівнянь і їх розв’язування

Якщо b=0, с = 0, квадратне рівняння на​буває вигляду ах2=0 і має один корінь х=0. 
1. Якщо с=0, b
[image: image22.wmf]¹

0, квадратне рівняння набу​ває вигляду ах2 + bх = 0. Розв'язуючи його, маємо:  х(ах + b) = 0; х = 0 або ах + b = 0.
Рівняння має два корені: x1=0 і х2 =
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2. Якщо b =0, с 
[image: image24.wmf]¹

0, квадратне рівняння набу​ває вигляду ах2 + с = 0.  
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Якщо 
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  квадратне рівняння має два корені: 
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   Якщо 
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  квадратне рівняння  не має коренів.

Виділення повного квадрата

 Розв'язування квадратного рівняння спо​собом виділення квадратного двочлена розглянемо на прикладі.
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Розв'язання

Поділимо всі коефіцієнти рівняння на пер​ший коефіцієнт: 
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 |:3 й отримаємо таким чином зведене квадратне рівняння:
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[image: image32.wmf].
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 Для того щоб отримати повний квадрат,

треба додати і відняти від лівої частини  рівняння 
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Відповідь: 
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3

1

,

2

2

1

-

=

=

x

x


Формула коренів квадратного рівняння

Корені квадратного рівняння    ax2+bx+c = 0(a
[image: image43.wmf]¹

0)     
знаходять за формулою 
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  Вираз b2 – 4ac  називається  дискримінантом і позначається буквою D.
Кількість коренів

1. Якщо D<0, рівняння не має коренів.      
2. Якщо D = 0,  рівняння має один корінь: 
[image: image45.wmf].
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3. Якщо D>0, рівняння має два корені:  
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Для квадратних рівнянь із парним другим коефіцієнтом зручніше користуватися форму​лою, наведеною нижче.

Позначимо 
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  Тоді для  
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Теорема   Вієта

Теорема 1 (Вієта). Якщо незведене квадрат​не рівняння ах2 +bx+c = 0 має два корені, то  
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Якщо    зведене    квадратне .  рівняння х2 + рх+q = 0 має два корені, то

                                х1+ х2=- р; xlx2 = q.        
Коли рівняння має один корінь, його мож​на вважати за два рівних: х1=х2. Тоді для  незведеного квадратного рівняння   2х1=
[image: image52.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf];
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  для зведеного 2х1= - p,
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Для того щоб скористатися формулами теореми Вієта, треба спочатку переконатися у наявності коренів рівняння, перевіривши знак його дискримінанта.

Приклади

Знайти суму й додаток коренів рівняння,
1) Зх2-5х+2 = 0;


D = 25-3.2.4 = 1 — додатне число, і це означає, що рівняння має два корені.

Отже, х1+х2=5/3;  , х1 х2=2/3.

2) х2+Зх+10=0;

D = 9 - 40 = -31 — від'ємне число.

Рівняння не має коренів, знайти їх суму та добуток неможливо.

Теорема 2 (обернена до теореми Вієта зведених квадратних рівнянь). Якщо сума й добуток чисел х1 і х2 дорівнюють відповідно р і q, то х1 і х2  є коренями рівняння  х2+pх+q=0.
Із  теореми  Вієта  випливає,   що  цілі розв'язки рівняння   х2+pх+q=0 є дільниками числа q. Користуючись оберненою теоремою, можна перевірити, чи є та чи інша пара дільників q коренями даного рівняння. Це дає можливість усно розв'язувати значну кількість зведених квадратних рівнянь. 

Під час розв'язування треба також враховувати такі висновки з теореми Вієта

1. Якщо q <0, х1 і х2 мають різні знаки.

2. Якщо q >0, х1 і х2 обидва від'ємні чи обидва додатні. Знак  суми х1 і х2  є протилежним до знака р.   
        Приклад. х2  - 8х - 0=0. За теоремою Вієта:
х1 х2 =-9;  х1+ х2 =8;   9 = 1.9 = 3.3. Очевидно, що 8 = 9+(-1).
 Відповідь: х1 = -1; х2 = 9.

1) Розв’язати квадратне рівняння  
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Розв’язання. 
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)

9

16

26

2

2

4

5

4

2

=

-

=

×

×

-

-

=

-

=

ac

b

D
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 EMBED Equation.3 [image: image59.wmf]2
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Відповідь. 
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2) Розв’язати квадратне рівняння    
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Розв’язання. 
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За теоремою Вієта: 
[image: image63.wmf]î
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Відповідь. 
[image: image64.wmf]{
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Рівняння вищих степенів

1) Розв’язати кубічне рівняння 
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Розв’язання.
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За  теоремою Вієта:  
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Відповідь. 
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2) Розв’язати біквадратне рівняння    
[image: image77.wmf]0

36

13

2

4

=

+

-

x

x

.

Розв’язання.

Вводимо заміну: 
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За теоремою Вієта  
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Відповідь. 
[image: image82.wmf]{
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Дробово-раціональні рівняння
Дробове раціональне  рівняння це рівняння, у якого ліва або права частина і обидві — дробові вирази. Для його розв’язання  доцільно виконати такі дії:

1) перенести всі доданки в один бік;  
2) звести їх до спільного знаменника;

3) до одержаного рівняння виду 
[image: image83.wmf]0
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 (де а і b — деякі цілі вирази) застосувати умо​ву рівності дробу нулю;

  4)  знайти корені чисельника;

  5)  перевірити, чи не дорівнює знаменник ну​лю при цих значеннях невідомого;
  6)  записати відповідь. 
Приклад

[image: image84.wmf](
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Дріб дорівнює нулю тоді й тільки тоді, ко​ли чисельник дорівнює нулю, а знаменник від​мінний від нуля:
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Якщо х = 2, то 2(2 – 2)(2 + 2) = 0. 

Якщо х = 3,то 3(3 – 2)(3 + 2) ≠ 0.

Відповідь: х = 3.

Приклад
Розв’язати дробово-раціональне рівняння    
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Розв’язання. 
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 – сторонній корінь, тому що не задовольняє вимогам ОДЗ. 
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Відповідь. 
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Приклад
Розв’язати дробово-раціональне рівняння  
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Розв’язання.
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Відповідь. 
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До дробових раціональних рівнянь приво​дить велика кількість задач на рух та спільну роботу.
Приклади
Задача 1 (на рух). Теплохід пройшов течією річки 150 км і повернувся назад, витративши на весь шлях 5,5 години. Знайдіть швидкість течії річки, якщо швидкість теплохода в сто​ячій воді 55 км/год.
Розв'язання
	Рух
	Швидкість (км/год)
	Час (год)
	Відстань (км)

	За течією
	(55+x)
	
[image: image107.wmf]x
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	150

	Проти течії
	(55–x)
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	150


Нехай швидкість течії річки х км/год. Тоді за течією теплохід рухався зі швидкістю (55 + х) км/год і пройшов 150 км за 
[image: image109.wmf]x
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 год. Проти течії теплохід рухався зі швидкістю (55–x) км/год і пройшов 150 км за 
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 год. За умовою задачі, на весь шлях він витратив 5,5 год.
Складемо й розв'яжемо рівняння:
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Розв'язок -5 не задовольняє умову задачі: швидкість — число додатне. 

Відповідь: швидкість течії 5 км/год.
Задача 2 (на сумісну роботу ). Дві бригади, працюючи разом, виконали певне завдання за 4 дні. Скільки днів потрібно на виконання цієї роботи кожній бригаді окремо, якщо першій бригаді для цього потрібно на 6 днів менше, ніж другій?

Розв'язання.
Нехай перша бригада може виконати це завдання за х днів. Тоді другій потрібно (х + 6) днів. Це означає, що за один день перша бригада виконає 
[image: image112.wmf]x
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, а друга — 
[image: image113.wmf]6
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 частину всього завдання. За умовою задачі, разом вони можуть виконати все завдання за 4 дні, тобто в день дві бригади, працюючи разом, виконують 
[image: image114.wmf]4
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 всього завдання. 

Складемо й розв'яжемо рівняння:
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За теоремою Вієта: х1=6, х2=-4. Корінь х = -4 не задовольняє умову задачі, тому що час — число додатне.
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Відповідь: першій бригаді потрібно 6 днів, другій — 12 днів.

Ірраціональні рівняння

Рівняння, у яких невідоме міститься під знаком кореня, називають ірраціональними. Розв’язуючи ірраціональні рівняння, намагаються привести їх до вигляду:   
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, а потім піднести обидві частини рівняння до n-го степеня. Але якщо піднести обидві частини рівняння до парного степеня, можуть з’явитися сторонні корені. Наприклад:
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Зробимо перевірку:
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  -  сторонній корінь.

Наведемо два способи розв’язування ірраціональних рівнянь.

1 спосіб.

Виконувати перетворення, не зважаючи на їх рівносильність. Усі одержані корені перевірити. Для перевірки корінь треба підставляти тільки в умову, коли рівняння ще не зазнало ніяких перетворень.

При цьому способі розв’язання доцільно записати, при яких значеннях невідомого обидві частини рівняння мають зміст. Іноді в процесі розв’язування отримують сторонні корені, які не задовольняють ОДЗ. Але перевірка коренів за умовами ОДЗ не є достатньою. У наведеному вище прикладі сторонній корінь 1 задовольняє ОДЗ (
[image: image129.wmf]0
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³

).

2 спосіб.

Можна розв’язувати ірраціональні рівняння, використовуючи тільки рівносильні переходи. 
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Приклади

1)  
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Нижче наведені приклади розв’язування типових ірраціональних рівнянь.

Відокремлювання кореня.
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Ірраціональні рівняння, що зводяться до квадратних

Якщо рівняння містить вирази 
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Введемо нову змінну 
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Нехай 
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[image: image150.wmf],

0

4

3

2

=

-

-

y

y

  
[image: image151.wmf]1

,

4

2

1

-

=

=

y

y

 не задовольняє умову 
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   х +3 = 256;   х = 253.

Відповідь: 253.

Заміна змінної

Приклад
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Нехай 
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Отже, 
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  не задовольняє умову 
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Відповідь: 0; -5.

Рівняння виду 
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  Скористаємось тотожністю  
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Піднесемо обидві частини рівняння до третього степеня:
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Треба знайти такі значення х, для яких 
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Отже, маємо:  
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Цей спосіб розв’язання потребує перевірки.

Перевірка
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           5 – 4 = 1 – правильно.

          
[image: image180.wmf].

109

-

=

x


          
[image: image181.wmf];

1

16

109

109

45

3

3

=

-

-

-

-


· 4 + 5 = 1 – правильно.

Відповідь:  80; - 109.

Рівняння, які містять змінну під знаком модуля

1) Розв’язати рівняння, яке містить змінну під знаком модуля   
[image: image182.wmf]5
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Розв’язання. 
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Відповідь. 
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2) Розв’язати рівняння, яке містить змінну під знаком модуля 
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Розв’язання.


[image: image186.wmf](

)

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

î

ï

í

ì

=

³

ï

î

ï

í

ì

=

³

Û

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

î

ï

í

ì

-

=

-

-

³

ï

î

ï

í

ì

-

=

-

³

Û

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

-

=

-

-

³

î

í

ì

-

-

=

-

³

Û

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

-

=

+

-

³

-

î

í

ì

-

=

+

³

-

Û

-

=

+

0

2

1

2

2

1

1

1

2

2

1

2

2

1

1

2

1

1

2

1

1

2

1

2

1

2

1

0

1

2

1

2

1

0

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image187.wmf]2
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 –розв’язок рівняння.

Відповідь. 
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Системи алгебраїчних рівнянь

Розв’язати систему рівнянь – знайти всі її розв’язки або довести, що  розв’язків немає. Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б один розв’язок, і несумісною, якщо розв’язків немає.

Основні методи розв’язку систем рівнянь

1. Метод підстановки.

2. Метод алгебраїчного додавання (або метод перетворення системи).

3. Метод заміни змінної.

4. Метод порівняння.

Приклад. Розв’язати систему рівнянь 
[image: image189.wmf]î

í

ì

=

-

=

+

3

3

4

21

3

4

y

x

y

x

.

[image: image190.wmf](

)

î

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

+

-

+

=

Û

î

í

ì

-

=

-

-

+

+

=

-

+

+

Û

î

í

ì

=

-

=

+

3

3

18

6

3

18

3

4

3

4

24

8

3

21

3

4

3

4

3

21

3

4

3

4

3

3

4

21

3

4

y

x

y

x

y

x

y

x

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x


Відповідь. 
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Однорідні системи рівнянь

Система двох рівнянь з двома змінними називається однорідною, якщо ліві частини рівнянь  є однорідні многочлени степеня 
[image: image192.wmf]n

 від двох змінних.

Однорідні системи рівнянь розв’язують за допомогою методів алгебраїчного додавання і введення нової змінної.

Приклади.

1) Розв’язати  систему рівнянь 
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2) Розв’язання. 
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. Розділимо обидві частини 1-го рівняння системи на 
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Відповідь. 
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